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Como noto, le rioercht:J sulla fusione tennonuoleare controllata 

si stanno svolgendo onnai da tempo lungo due grandi direttrici: 

quella delle grandi macchine·, del tipo Tolcamak e Stellara t or, e 

quella dei pinches. Pur essendo opinione diffusa fra gli specia­

listi che i futuri reattori a fusione saranno appannaggio delle ma~ 

chine del primo tipo avendo esse tempi di contenimento più lunghi, 

i pinches costituiscono a tuttoggi un potante e relativumente eco­

nomico mezzo di indagine sulla fisica dei plasmi densi. Accanto al 

le ricerche di carattere puramente sperimentale al riguardo, si af­

finnouno, con sempre maggire ouccesoo, etudl e r:!.cerche nel campo 

del calcolo e dell'analisi numerica, nell'intento di interpreturo 

e ricostruire matematicamente i fenomeni fisici di base. Tale cre­

scente interesse è dovuto a vari motivi; fra questi essenzialmente 

la possibilità di usufruire di calcolatori sempre più veloci e di 

grandi dimènsioni e di moderne e efficaci tecniche di calcolo, che 

consentono di simulare con notevole attendibilità il comportamento 

di un plasma di fusione in approssimazione MHD. D'altra parte, la 

messa a. punto di un serio programma di calcolo implica una spesa 

complessiva da 20 a 30 milioni di lire e circa 2 anni di lavoro [1] ; 

mentre la corrispondente esperienza di laboratorio ha un costo di 

almeno un ordine di grandezza superiore, tempi di realizzazione più 

lunghi e esito, talvolta, incerto o comunque non pari alle aspettati 

ve. Se mai, una critica che si può muovere ai grossi programmi di cal 
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,A 
colo è la loro scarsa flessibilità, n~l senso che essi non se~ 

pre sviluppano algoritmi abbastanza generali. Tali programmi 

di calcolo, infatti, sono essenzialmente dedicati a risolvere 

sistemi di equazioni differenziali, in generale non lineari, 

di ordine superiore al primo, di vario tipo: ellittiche (ap­

prossimazione idrodinamica, sforzi magnetici), iperboliohe 

(onde MHD), pa~aboliohe (diffusione), locali (equiripartizio­

no dell'energia, ionizzazione), Ne segue, specie per le equa­

zioni dagli ultimi tre tipi, la necessità di utilizzare parti 

oolari tecniche di calcolo onde implementare efficacemente gli 

usuali schemi alle differenze finite; ciò implica che anche 

semplici variazioni nella .geometria o nella struttura fisica 

di un'esperienza conducono a una pressoché totale ristruttu_ 

razione del programma di calcolo. Così, accanto a progi-ammi di 

calcolo quali, ad esempio, il PIC[2], il codice di lloffmann[3] 

e 1 olassioi lavori di Roberts[4], si possono allineare util­

mente programmi ohe operano su equazioni in forma integrata 

(integrali dell'energia, ad esempio) e consentono di ricavare 

i valori numerici delle variabili che interessano. Trattasi, 

in genere, di equazioni a sistemi di equazioni non lineari, 

in oui le restrizioni e le approssimazioni fatte sono compe~ 

eate da una minore mole di lavoro e da un minore costo. 

In quest'ambito di considerazioni si.colloca il presente 

lavoro. Esso ai propone di valutare numericamente le possi­

bilità di compressione di un pinoh assiale proposto dal fi­

sico russo Morozov, in approssimazione MHD adiabatica e di 

canale sottile, a partire dall'equazione del Bernoulli gen~ 

ralizzata e per alcune geometrie scelte fra quelle fisicamente 

- 3 -

di maggiore interesse pratico. 

Nel capitolo 2 è riportata una breve descrizione del model 

'lo di Mo~ozov e dell'equazione usata per ricavare i valori dai 

rapporti di compressione. Nel capitolo 3 sono illustrati i prin 

oipali risultati numerici, mentre in appendice è riportata la 

lista completa del programma di calcolo, scritto in FORTRAN IV, 

nonché il relativo output. Tutti i calcoli sono stati eseguiti 

sul calcolatore IBM 360/67 del CNUCE di Pisa. 

Il presente lavoro è svolto nelltambito dello Studio OTSD-52 

attualmente in fase di realizzazione presso il CAMEN, 

Si desidera ringraziare il PN Gabriele Cionini per 11 preziQ 

so aiuto prestato nella compilazione e messa a punto del prcgr~ 
ma di caloolo. 
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2. Il modello di Morozov 
~=·================== 

Il modello di pinch descritto in questo capitolo è stato sug-

. gerito, per la prima volta, da A.I. Morozov e L.S, Solov•ev nel 

1963 [5). In seguito è stato oggetto di uno studio più dettagli~ 

to da parte dello stesso Morozov[6]e,· successivamente, da parte 

di A.A. Newton[7]. Recentemente [8j L.A. Artsimovich ha cita t o t~ 

le modello di pinch come uno dei più significativi del suo gene­

re nell'ambi t o delle ricerche sulla fusione te.rmonucleare c on·trol 

lata. 

2.1, Generalità 

Tutti i pinches cilindrici presentano instabilità macroscopi­

che del tipo a salsiccia (m=O) e inoltre, dato che la compressiQ 

ne del plasma si realizza attraverso un collasso radiale, si vi~ 

ne a creare un 1 onda d'urto di riflessione sull'asse di simmetria 

che tende a limitare le dimensioni minime trasversali della colo~ 

n.a di plasma. D'altra parte, anche i pinches non cilindrici pr~ 

sentano lo svantaggio che solo una piccola parte del gas e della 

energia fornita raggiunge la zona di massima densità (focus). 

L'idea base di Morozov è che si possa ottenere un sostanziale 

miglioramento nelle prestazioni dei pinches non cilindrici stabi 

lendo un flusso stazionario di plasma in modo da creare una ace~ 

lerazione continua del plasma stesso verso l'asse di·simmetria; 

in tal modo quasi tutto il plasma attraversa la regione del focus, 
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Un apparato del tipo considerato differisce da uno z-pinch 

per la distribuzione della densità, della pressione e della 

temperatura. In altri termini, la differenza rispetto allo 

z-pinch è la mancanza di una separazione netta tra il plasma 

caldo, ad alta densità e altoj3, e quello freddo, a bassa de~ 

sità e bassof3, in quanto si ha un passaggio continuo da un 

tipo di plasma all'altro, 

Una .delle caratteristiche più interessanti del modello di 

Morozov è la mancanza di instabilità a salsiccia, mentre per 

quanto riguarda quelle a gomito (m=1) non si può affermare che 

siano assenti, ma, da considerazioni sperimentali, si è indot-

ti a pensare che in genere non si presentino e se nascono, 
non tendano ad esaltarsi, Per quanto riguarda le micrcinstabi 

lità, 1 1eccitazione di onde acustiche ioniohe si ha solo se 

la velocità di trascinamentc degli elettroni supera un certo 

valore caratteristico. Ne segue quindi un criterio che, oe 

soddisfatto, limita anche i fenomeni di diffusione. Un ulteriQ 

re vantaggio proviene dal fatto che l'energia magnetica viene 

convertita direttamente in energia interna, ·e quindi non è ri 

chiesta.':lenergia parassita :per il campo di contenimento. 

Nelle ipotesi che il flusso del plasma non sia vorticosc, 

non vi siano dispersioni (pareti fredde e irraggiamento), in 

approssimazione MHD l'intero processo è suscettibile di una 

descrizione qualitativa abbastanza dettagliata. In sostanza 

si possono. distinguere tre stadi. Nel primo stadio il gas vi~ 

ne ionizzato. Nel secondo stadio si ha una conversione di e­

nergia magnetica in energia termica, eventualmente passando 

attraverso uno stato a alta energia cinetica secondo lo schema 
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In questo stadio la densi tè. e la tempera tura sono tali da p13r­

mettere la fusione. Nel terzo stadio il plasma si dilata e si 

ha una nuova conversione di energia da tennioa a cinetica o'm!!:. 

gnetioa. 

E1 chiaro che, anche se in linea di principio la vita media 

del pinoh sarebbe infinitamente lunga, dal punto di vista dei 

criteri di Lawson, il tempo di confinamento va identificato 

con il tempo medio di transito del pinch dopo la compressione, 

oiob con la vita media del secondo stadio. 

Ad ogni modo, i vari parametri (geometria degli elettrodi, 

intensità e durata della scarica, etc,) possono eusero scelti 

in modo tale che il tempo di transito nella regione fooule eia 

sufficiente a dare una resa positiva in energia (tipicamente, 

per una miscela D-T occorrono correnti di scarica di qualche 

milione di Ampères e un diametro della regione focale di 1 mm 

circa). 

2.2. L'integrale di Bernoulli e sue implicazioni 

Si consideri un pinch non cilindrico, ma dotato di simme·l;ria 

assiale, e si supponga che nell 1appàrato vi sia un plasma ideale 

a una sola componente, di avere cioè una perfetta equiripar-tizi.Q_ 

ne dell'energia, Si supponga inoltre che il flusso del plasma 

sia stazionario e che il campo magnetico sia essenzialmente azi­

mutale ( Hf >>Hz (Il o). 
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Allo scopo si isoli un oottile 

zato da un certo raggio medio 

r e da un diametro f (fig.1), 

Se si indica con ? e con v 

la densità e la velocità del 

plasma rispettivamente, e si 

conviene ohe le quantità con 

indice si riferiscano a una 

canale di plasmo., curo. tteriz-

figura 1 
qualche sezione iniziale, po~ 

siamo scrivere l'equazione di 

continuità, la condizione di fl 

di Bernoulli come: 
usso isomagnetico e ltequazione 

H -rt= 

avendo posto 

l'entalpia del sistema. 

c.n.:C. ) 

x 

( 1 ) 
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-( 
Nel caso di un plasma poli tropico,,~ f) .: urt.) si ha: 

e.. ( f )(-1 l< ~ 
~- =---T· r-i fa M t-1. 

(2) 

oon k costante di Boltzmann, M massa dello ione, Oro velo­

oi tà del suono e avendo indio a t o oon T la tempera tura in grE:tdi 

~elvin. E• quindi possibile calcolare i massimi valori della de~ 
eità e della temperatura ottenibili con questo modello. Dalla (1) 

e d,alla (2) ai ricava che la massima densità à. raggiunta quando 

-v" /t .:le: H .a /4 7r r !lo: o e quindi w(f~) ~ u. Se allora inizie.l 

ment• 11 

si ha 

M '(Jb) -. 
~ 

Nel caso della compressione a dia ba tic a dell'idrogeno ('t., fì /3) ! 
e assumendo come valori tipici 
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Ho f? 
IO c,u..~; /:;ttc, ç 

J 4Trf, c," = IO ~;-'J.fte ' 

dalle (3) si ricava: 

1,....'4" .:li() KeY, f"'UW ç 

F;- ~ D;,fix/0, 

E 1 importante notare che dalla (Ja), con :if3, risulta~''+tf; 
cioè il valore della densità massima aumenta al diminuire della 

densità iniziale. 

Informazioni più dettagliate sull'andamento locale del flus­

so di plasma fra due elettrodi di data forma possono essere ot­

tenute, con una semplice estensione, senza fare ipotesi troppo 

restrittive. Allo scopo è suffioient~ aggiungere alle ipotesi 

.. l:$ i h fa't t;o ltt condizione 

e. .t 
~ <<. ~ ' 

cioè basta imporre che il plasma fluisca essenzialmente lungo 

l'asse z (ciò, d'altra parte, deriva anche dalla geometria 

scelta). Si può allora dimostrare (vedi [5] pag.J40 e segg.) 

ohe il problema del flusso di un plasma ideale in un campo m~ 

gnetico azimutale è riconducibile alle quadrature, Per questo 

si intr'oduce una funzione di corrente, 'f, definita da: 

Le linee di corrente, che in questo caso ooincidono con le 

traiettorie delle particelle del fluido, sono individuate dalla 
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"' -~· ...... . 
equazione r = «n:t.. E l poi chiaro che, se è vero che nel flUEI-

eo di un plasma ideale il valore deli 1 integra.le di Bernoulli ò 

costante lungo ogni traiettoria, non è detto che il valore di 

tale integrale aie. ugualo per t-utto le traiettorie. In ultri te.t 

mini si avrà: 

lJ-=U('f'). 

In definitiva, le caratteristiche del plasma possono esser·e 

descritte dal seguente sistema integrale: 

~ .l, 
w (f) + 2L ~ .z "' r (z)' 

471 l 

}
'/' cLc.p 
{U('f) -J(z) 

o 

(4a) 

(4b) 

con I(<-) funzione arbitraria di z , e q(z) raggio dell 1 elettr.2. 

do interno. In generale si possono dare soluzioni numeriche del 

sistema (4) e, in alcuni oasi particolari, anche soluzioni anali 

tiohe. 

Con riferimento al caso in questione, definendo 

e 

~ ~ ~ ~ 
I (z) = (i t '(~i ) 4 ~"P_ (-;z:-) = (1.. + __.:!!!::_) ~o ~ (<:) , 

j<- lJo '(-.1. 4ufo . 
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la (4a) pub eosere scritta come 

( 5) 

La precedente equazione può essere risolta riopetto alla variabi 

le f/f., e successivamente, dalla (4b) 1 ottenere la 'f e quindi 

le velocità delle particelle del fluido nonché le linee di cor­

rente. In pratica l'andamento del flusso è determinato da Cl/ (:z.) 

e da ~(G), cioè dalla forma dell'elettrodo interno e dal mo-

do di compressione. Il calcolo mostra come effettivamente fug 

zioni diverse per ~(~) diano valori sensibilmente diversi 

quanto riguarda la massima compressione, 
per 
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Nel presente lavoro si è affrontato il problema di risolv~ 

re l'equazione (5) rispetto alla variabile adimensionale 1/fo, 
per vari valori di r e di z , assumendo ~,. ~:>-/.?> e 'f(.z) .. 1-zjL, 

dove L è una lunghe.zza arbitraria. (vedi [6] pag.1586). Con 

ciò l'equazione assume la forma 

Sono stati scelti cinque modi ùi diponùonzn ùJ 

2 l 4 l (rrv1/{Z, rN1/z, riV1/z. 1 r-v1 z, rtv1-z A dove 

r dn z 

A è un o~ 

portuno parametro) e per ognuno di essi quattro valori di Zo 

(12, 10, 8 1 6 cm). Sono stati esaminati separatamente i tre oasi 

L = 30, 50, 70 cm. In ogni caso la (6) è stata risolta per ogni 

valore di z dato da zi== illz (i= 0,1, ••• ,L/Liz). Allo scopo 

si è impiegato il metodo di Newton-Raphson utilizzando, per ogni 
i 

zi, come approssimazione iniziale il valore di f /fo trovato come 

soluzione in corrispondenza dell'ascissa z
1

_ 1• Tuttavia, a causa 

del suo elevato ordine di convergenza, il metodo di Newton-Haphsol 

in prossimità di alcuni punti particolari quali, ad esempio, quel· 

li di massima compressione, può presentare qualche fenomeno di 

instabilità numerica; perciò, in alternativa, in caso di mancata 

convergenza, viene utilizzato il metodo iterativo delle sos~it~-
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zioni,' più lento ma meno critico. Per entrambe i metodi è pre­

visto l'arresto del calcolo quando la differenza fra due iter~ 
zioni successive è, in valore assoluto, minore di 0,1. Nel caso 

di mancato funzionamento anche del secondo metodo, viene riprist,;h 

nato il valore precedente della variabile e il valore di z in­

crementatò di un passo. Con il valore lìz "' 0.01 cm tale evenie.!! 
za non si è mai presentata. 

La struttura del programma di calcolo è semplice. 

La prima istruzione del programma principale chiama il sotto­

programma READER che legge tutti i dati di ingresso per i vari 

blocchi COMMON. L'equazione (6) viene risolta dal sottoprogramma 

NEWTON e, in sua alternativa, dal sottoprogr~1ma ITERAZ. La fun­

zione RDZ calcola, per i vari casi, la dipendenza di r da z. 

In uscita il programma stampa il valore della soluzione della 

(6) ogni numero di parHJi preflssubile ad arbitrio (parumetro 

NSKIPT) e i corrispondenti valori di r e di z , 

In appendice è riportata la lista completa del programma e il 

relativo output, dove, per ragioni di comodità, i risultati 

stampati ogni 200 passi di lìz, oioè ogni 2 cm. In figura 2 

riportati in grafico i valori di Lo;r(f/fo) relativi al caso 

consente i più elevati rapporti di compressione (L = 10 cm, 

r 0 = 12 cm), per tutte le cinque geometrie. 

sono 

sono 

che 

Se ne possono trarre le seguenti conclusioni: 

- a parità di altri parrunetri, il rapporto di compressione cre­

sce all 1aumentare della lunghezza del canale; 

- la fase di compressione è sempre segutta da una fase in cui il 
plasma tende a dilatarsi; 

- all'aumentare della rapidità con cui varia la pendenza del canale 
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si ha un aumento del massimo valore del rapporto di compressi.9. 

ne, uno spostamento di questo verso ascisse minori, una dimih~ 

zione della stazionarietà intorno al massimo ( 0 ); 

- fa eccezione il caso del ceno che mostra un modesto valore di 

picco del massimo di compressione però con un sensibile pia­

nerottolo in corrispondenza della zona centrale notevolmente 

indipendente dalla lunghezza del canale, 

E' da rilevare come il massimo valore del rapporto di compre~ 

sione, ricavato dal calcolo, è in accordo con quanto deducibile 

analiticamente (pag.9), mentre non altrettanto prevedibile ri­

sulta l'andamento dettagliato della compressione lungo i canali 

di varia forma. 

( 0 ) De.l grafico di figura 2 appare chiaro che l aumento del 
massimo di compressione con la rapidità con cui varia la pen 
denza del canale è asintotico; d'altra parte la corrisponden 
te diminuzione di stazionarietà indica come non sia possibile 
aumentarè indefinitamente la pendenza senza perdere le carat­
teristiche di adiabati0ità del processo • 
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